
(q,Q)の母関数
ラグランジアンの時間全微分の項の不定性より

q̇ipi −H(q, p, t) = Q̇iPi −K(Q,P, t) +
dF (q,Q, t)

dt

全微分より
dF (q,Q, t)

dt
=

∂F

∂qi
q̇i +

∂F

∂Qi
Q̇i +

∂F

∂t

代入して移項して
(pi −

∂F

∂qi
)q̇i − (Pi +

∂F

∂Qi
)Q̇i +K −H − ∂F

∂t
= 0

よって
pi =

∂F (q,Q, t)

∂qi
, Pi = −∂F (q,Q, t)

∂Qi
,K = H +

∂F (q,Q, t)

∂t

これは次のようにも書ける
dF = pidqi − PidQi + fdt

ここで f = ∂F (q,Q,t)
∂t

(q,P)の母関数
Qを Pにルジャンドル変換する。Φ(q, P, t) = F (q,Q, t) + PiQi とすると

dΦ(q, P, t) = dF + d(PiQi)

= (pidqi − PidQi + fdt) + (PidQi +QidPi)

= pidqi +QidPi + fdt

=
∂Φ

∂qi
dqi +

∂Φ

∂Pi
dPi +

∂Φ

∂t
dt

よって (f = ∂F
∂t = K −H だったことを考えれば)

pi =
∂Φ(q, P, t)

∂qi
, Qi =

∂Φ(q, P, t)

∂Pi
,K = H +

∂Φ(q, P, t)

∂t
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(p,Q)の母関数
一度最初の Fの式に戻り、qを pにルジャンドル変換する。Ψ(p,Q, t) = F (q,Q, t)− piqi とすると

dΨ(p,Q, t) = (pidqi − PidQi + fdt)− (pidqi + qidpi)

= −qidpi − PidQi + fdt

=
∂Ψ

∂pi
dpi +

∂Ψ

∂Qi
dQi +

∂Ψ

∂t
dt

よって
qi = −∂Ψ(p,Q, t)

∂pi
, Pi = −∂Ψ(p,Q, t)

∂Qi
,K = H +

∂Ψ(p,Q, t)

∂t

(p,P)の母関数
Φの式に戻り Qを Pにルジャンドル変換する。(あるいは Ψの式でもほぼ同じことである。)

Ξ(p, P, t) = Φ(q, P, t)− qipi(= F (q,Q, t) +QiPi − qipi)とすると

dΞ(p, P, t) = (pidqi +QidPi + fdt)− (qidpi + pidqi)

= −qidpi +QidPi + fdt

=
∂Ξ

∂pi
dpi +

∂Ξ

∂Pi
dPi +

∂Ξ

∂t
dt

よって
qi = −∂Ξ(p, P, t)

∂pi
, Qi =

∂Ξ(q, P, t)

∂Pi
,K = H +

∂Ξ(q, P, t)

∂t
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